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НАН Беларуси 
О ТОЧНЫХ РЕШЕНИЯХ И СПЕКТРЕ ЭНЕРГИИ ДЛЯ ЧАСТИЦЫ  
СО СПИНОМ 1 В ОДНОРОДНОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ 
ведение. Задача об определении 
уровней энергии частицы в одно-
родном магнитном поле относится 
к числу классических в квантовой механике 
[1–3]. В работах [4–6] найдены точные реше-
ния уравнения Шредингера для скалярной 
частицы в магнитном поле на фоне прост-
ранств постоянной положительной и отрица-
тельной кривизны, сферическом простран-
стве Римана и гиперболическом прост-
ранстве Лобачевского. Анализ соответству-
ющих систем в рамках классической механики 
выполнен в [7–9]. В работах [10–11] опре-
делены решения уравнения Дирака в магнит-
ном поле на фоне пространства Лобачев-
ского и Римана. В [12–13] построены реше-
ния для уравнения Даффина–Кеммера для 
векторной частицы в плоском пространстве. 
В настоящей работе рассмотрен новый спо-
соб построения трех линейно независимых 
типов решений. 
Исходное волновое уравнение Даффина–
Кеммера для векторной частицы в тетрадной 
форме имеет вид [12–13]: 
 
               { } 0
e Mci x B i A
 
                   1, .2aa ab a bx e x B x J e e  
(1.1)
 
В (1.1):    ae x  – тетрада; a  – 1010 – мат-
рицы Даффина–Кеммера;     ( )ab a b b aJ  – 
генераторы 10-мерного представления груп-
пы Лоренца, отвечающего набору из вектора 
и тензора второго ранга; A  – вектор-потен-
циал внешнего электромагнитного поля в ци-
линдрической системе координат; M – масса частицы (в дальнейшем будем использовать 
сокращение  Mc M ). Однородному по-
стоянному магнитному полю   0,0,B B  мож-
но сопоставить вектор-потенциал 
 
             
   2 110, 0, 0, , ,0 .
2 2
BA A B r x x  
 
В цилиндрической системе координат он 
имеет особенно простой вид: 
       
    
2
2 2 2 2 2 2
, , , ,
,
x ct r z dS
c dt dr r d dz
 
    
2
0 0, 0, , 0.2r z
BrA A A A
(1.2)
 
Выбираем диагональную цилиндрическую 
тетраду: 
 
       
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0 1
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1,0,0,0 , 0,1,0,0 ,






С учетом явного вида тетрады (1.3) при-




                
2
0 1 2 12
0 2r
ieBi i i r J i
r  
       




Далее для краткости будем использовать 
обозначение   / 2eB B . При разделении 
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вид матриц a . Наиболее удобным является 
их выбор в циклическом базисе. Выпишем 
явный вид этих матриц, разбитых в соответ-
ствии со структурой волновой функции на 
блоки размерностей 1 – 3 – 3 – 3: 
 

    

0
0 0 00 0 0 0
0 0 00 0 0
, .
0 0 00 0 0










Здесь ,i ie  определяются следующим 
образом 
        1 2 31 1,0,0 , 1,0,1 , 0,1,0 ,2 2e i e e  






0 1 0 0 0
1 11 0 1 , 0 ,
2 20 1 0 0 0
1 0 0







Входящая в уравнение (1.4) матрица 12J  
диагональна и равна 
 
        
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Разделение переменных. Подстановку 
для волновой функции выбираем в виде (она 
отвечает диагонализации проекции импульса 
































После необходимых вычислений при-
ходим к 10 радиальным уравнениям: 
     1 1 1 3 2 0ˆ ˆ ,m mb E a E ikE M  
      1 1 1 2 2 2ˆ ˆ ,m mib H ia H i E M  
    2 1 1 1ˆ ,mia H i E kH M  
     2 3 3 3ˆ ,mib H i E kH M   
(2.2)
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ib k MH  
 (2.3)
 
В (2.2), (2.3) для сокращения использу-
ются обозначения 
 
    

















       0 2 0 2, ,F k G k  
     1 1 1 3 3 3, ,f kE i H f kE i H  
     1 1 1 3 3 3, .g E ikH g E ikH  (2.5) 
 
Преобразования, обратные (2.5), имеют 
вид: 
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1 ,E kf g
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     3 3 32 2
1 ,E kf g
k
 






С учетом (2.5) система 10 радиальных 
уравнений (2.2), (2.3) распадается на сис-
темы четырех и шести независимых урав-
нений: 
        2 21 1 1 3 2ˆ ˆ ,m mb f a f i k E MF  
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a G i k Mg
b G i k Mg
 
   1 1 1 3ˆ ˆ ,m mb g a g MG  
  







ia H ig M
ib H ig M
 
    1 1 1 3 2ˆ ˆ .m mib ia MH
(2.8)
 
Найдем решения уравнений (2.7). Из (2.7) 
следует, что основная функция F  удовлетво-
ряет уравнению 






    
222
1 1 2 2
1ˆ ˆˆ ˆ ,m m m m
m Brd da b b a
dr r dr r
(2.10) 
 
уравнение (2.9) можно представить в виде: 
 





m Brd d k M F
dr r dr r
 (2.11) 
 
Чтобы построить решения уравнений 
(2.8), введем в рассмотрение функции: 
 
       2 2 2 21 2 2 2, ,G G k H G G k H  
         2 2 2 23 1 1 4 1 1, ,G g i k G g i k (2.12) 
         2 2 2 25 3 3 6 3 3, .G g i k G g i k  
 
 
Преобразования, обратные (2.12), опре-
деляются следующим образом: 
  1 21 ,2G G G  






  1 3 41 ,2g G G  




  3 5 61 ,2g G G  







Нетрудно убедиться, что приведенная 
система функций iG  в силу (2.8) удовлетво-
ряет системе уравнений 
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В свою очередь, из (2.14) следует, что 
функции 1 2,G G удовлетворяют уравнениям: 
 
     1 1ˆ ˆˆ ˆm m m ma b b a  
     2 2 1 1ˆ ˆˆ ˆm m m mk b a a bM  
     
2 2 2
1 0,M k G  
(2.15)
     1 1ˆ ˆˆ ˆm m m ma b b a  
     2 2 1 1ˆ ˆˆ ˆm m m mk b a a bM  
     
2 2 2
2 0.M k G  
(2.16)
  
Используя равенство (2.10) и тождество 
 
  1 1ˆ ˆˆ ˆ 2 ,m m m ma b b a B    (2.17) 
 
уравнения (2.15), (2.16) можно представить в 
виде: 
 
     
222
2 2
1 m Brd d
dr r dr r
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     
222
2 2
1 m Brd d
dr r dr r








Таким образом, решение рассматрива-
емой задачи сводится к решению уравнений 
одного и того же типа: 
 





m Brd d f r
dr r dr r
 (2.20) 
 
где (см. (2.11), (2.18), (2.19)) 
 
               
2 2 2
2 2











  (2.21) 
 
Введем переменную  2x Br . Параметр B  
без ограничения общности можно считать 
положительным. Уравнение (2.20) в новой 
переменной может быть задано как 
 
        
2 2 2
2 0.4 4 2 4
d f df m x mx f
dx dx x B
 (2.22) 
 
Его решение ищем в виде   A Cxf x e g x . 
Выбираем    / 2, 1/ 2A m C . В этом слу-
чае уравнение для функции  g x  определя-
ется следующим образом: 
 
    













   (2.23) 
 
Последнее является вырожденным гипер-
геометрическим уравнением 
 









Условием сведения гипергеометрического 
ряда к полиному является равенство   n . 
Это приводит к правилу квантования пара-
метра 2 : 
 








Учитывая (2.21), (2.26), получаем три типа 
спектров энергии: 
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2 2 2 14 ,
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Они отвечают линейно независимым ти-
пам решений исходного волнового урав-
нения. 
Таким образом, в рамках подхода 
Даффина–Кеммера в цилиндрических коор-
динатах и тетраде построены три линейно 
независимых типа решений. В каждом случае 
найден спектр энергии частицы. 
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SUMMARY 
In the frames of matrix Duffin–Kemmer formalism in 
cylindric coordinates and tetrad in the Minkowski space, 
there are constructed exact solutions of the quantum-
mechanical wave equation for spin 1 particle in external 
homogeneous magnetic field. Three classes of linearly 
independent solutions have been separated, in each 
case the energy spectrum has been found. 
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